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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre

Position du probléme

Fluide Newtonien, incompressible en régime laminaire, a surface libre

(t,x)

Zy(t,T)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

© Equations du fluide
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Navier-Stokes adimensionnées

Oxu+dyv =0 (1)
1
Ot + udxu + vOyu = —0xp + — Au 2)
Rey,
1 1
OtV + udxv + vOyv = —0yp — = +R—e,1Av 3)
avec et les conditions limites :
{Reh = 7”0:'0
Fr — 4o u=v=0quand y = Z(t, x)
r v/ gho

v = 0¢n + udxn quand y = n(t, x)
p =0 quand y = n(t,x)
Oyu = 0 quand y = n(t, x).
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations d’Euler

Equations pour le fluide parfait

Oxu+0yv =0
Oru + uOxu + vOyu = —0xp

1

Fr2

Oen + udkn = v en y = n(t, x)
—uZj+v=0 eny=Zyx).

OtV + uOxv + vOyv = —0yp —
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Prandtl

Oyl + 000 + V050 = — Xﬁ+R—d§a+R—eh3()§a
e mm = 1. 1 11 2 5. -
00:V + 600V + 0VOy ¥ = — gay,p— =) +R—eh§(6 6§v+8§v)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Prandtl

Oyl + 000 + V050 = — Xﬁ+R—d§a+R—eh3()§a
P N P | 1 1 25 .o
00:V + 600V + 0VOy ¥ = — gay,p— =) +R—eh§(6 6§v+8§v)
11
= Reh?Nl
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Prandtl

O3l + U801 + V051 = — X["J—&-R—dﬁﬂ—i—R—eth}?,”
e mm = 1. 1 11 2 5. -
00:V + 600V + 0VOy ¥ = — gay,p— =) +R—eh§(5 8§v+8§v)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Prandtl

Transformation de Prandtl :

e X=X ) I —
ey=y—Z — .
SEY T o O = 05— 2,0,
et=t

Choix pour v et v :

2

o
=33
|
S
3
+
<
Il
(e}
—N
<l =
Il
<t =
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Equations de Prandtl

Equations de Prandtl sur fond plat

)

£l + 00U + V5T = — Oxp + 050 (5)
0= 0yp (6)
T=y=0eny = (7)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Deux "couches" de fluide

¥ n(t,z)
Equations d'Buler
(0]
D ol
_ +OO IO UL
Y
Eguations de Prandtl [u,8)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations du fluide

Deux "couches" de fluide

¥ nit,z)
Equations d'Buler
(uyv)
1) D s
_ +00 LWL UT
W
Equaticns de Prandtl (u,¥)

Ue(t,x) = U(t, x, Zp) : vecteur vitesse au fond pour le fluide parfait.

Equation sur ue

atue(tzx) + ”e(tyx)axue(tvx) = *axp(t,X, Zb(X))

9/22



Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equation de Von Karman

© Equation de Von Karman
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equation de Von Karman

Equation de Von Karman

Btue(t,x) + Ue(t, X)axue(t, X) = _axp(t’ X, Zb(X)) (*)

OgU + U0 + VOyU = —0xp + 050 ()
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equation de Von Karman

Equation de Von Karman
Orue(t, x) + ue(t, x)Oxue (£, x) = —0xp(t, X, Zp(x)) (%)
OgU + U0 + VOyU = —0xp + 050 ()

Equation de défaut de vitesse :

8‘“(”e - E) + ueaxue — Eaxﬁ — Vayﬁ = 78§ﬁ.
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equation de Von Karman

Equation de Von Karman

Oeue(t, x) + ue(t, x)Oxue(t, x) = —0xp(t, x, Zp(x)) ()
Ot + U0xu + vOyu = —0xp + %ﬁ (%)
Equation de défaut de vitesse :
8‘“(”e - E) + ueaxue — Eaxﬁ — Vayﬁ = 783ﬁ.

y

Intégration selon y :

400 +o00 +oo
B (/ (ve — ) dy) + 8Xue/ (ve — ) dy+/ T0x (ue — T) dy
0 0 0

+oo +oo
- / UOXxU dy + ue / OxU dy = Oylly—o.
0 0
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre

Equation de Von Karman

Equation de Von Karman

+oo -5
01(t,x) :/ ( — ui) dy Epaisseur de déplacement
0 e
u

+o00 i B
d2(t, x) :/0 ., (1 - u—) dy Epaisseur de quantité de mouvement
e e

Proposition
On posséde alors une équation faisant intervenir ue, 07 et 9z :

B¢ (uedt) + ued10xue + Ox(v282) = Bytly—g-

sans oublier I'équation sur ue établie précédemment :

Otle + UeOxlie = *axp‘y:Zb
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equation de Von Karman

Elimination de

Soit un profil de vitesse ¢ tel que :

y _ u(t,x,y) —
Pt % 57te5)) = uelen)
@(t,x,0) =0
_ | couche
<p(t,X, +OO) =1 51 | limite

0+Oo(1 —¢)=1

On a alors une réécriture de d5 :

0y = 61H71

avec H—1 = f0+°° o(1 — ) dy.
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

© Equations intégrées
@ Equation de continuité
o Equation de quantité de mouvement

. o . s ArF2Y s
@ Lien entre les différentes inconnues a O(0~) prés
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

Equation de continuité

Equation de continuité

Intégration de I'équation de continuité 050 + 0yv =0

n
= v(t,x,n) = v(t,x, Zp) — O« (/ udy> + u(t,x,m)0xn — u(t,x, Z[,)Z,'7
Zy

Cinématique a la surface + condition d’adhérence :

n
— 9ch + Oy (/ udy) —o.
2

Définition

On définit [ par Ia relation :

. n
hU = / udy.
Zb

deh+ 0x(hU) =0 (10)

15/22



Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

Equation de quantité de mouvement

Equation de quantité de mouvement

Equation de quantité de mouvement : O¢t + u0xu + vOyu = —0xp + 8}%?.
Intégration entre Z, et 1 en exploitant :

Oxu+0yv=20
On + udkn =v en y = n(t,x)
u=v=20 eny =2,

On obtient :

n n n _
O / udy | + Ox / u?dy :—/ 8Xpdy—§28yu\y:zb. (11)
Zp 2 2
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

Lien entre les différentes inconnues a O(52) prés

Réduction du nombre d’inconnues

Approximation de hU

hU = hue — Suedy.
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

Lien entre les différentes inconnues a O(52) prés

Réduction du nombre d’inconnues

Approximation de hU

hU = hue — Suedy.

. n n
hU:—/(ue—u)dy—i- ue dy
Zp Zp
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Equations intégrées

Lien entre les différentes inconnues a O(52) prés

Réduction du nombre d’inconnues

Approximation de hU

hU = hue — Suedy.

. n n
hU:—/(ue—u)dy—i- ue dy
Zp Zp

Approximation de fZ”b u?

1 2 _ 72 <7 o
u- = hU +5U(51 (52)
Zp
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Systéme final obtenu

© Systéme final obtenu
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
Systéme final obtenu

Systéme complet

Hypothese hydrostatique

L’hypothése hydrostatique donne p(t, x,y) = g(n(t,x) — y) et de la

n h2 ,
[ o =g0.(5) + ez
z, 2
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre

Systéme final obtenu

Systéme complet

Le systéme obtenu est :

deh + 0x(hU) =0 (12)

Be(hD) + O (hD? + %hz +3026:(1— H™Y)) = — ghZ} — omy (13)
Ot(ued1) + ued1Oxue + Dx(L231H™Y) =71 (14)

OtUe + UeOxUe :7gathgZ[/7 (15)

ou T = %U‘yzo.
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre

Systéme final obtenu

Systéme complet

Le systéme obtenu est :

deh + 0x(hU) =0 (12)

Be(hD) + O (hD? + %hz +3026:(1— H™Y)) = — ghZ} — omy (13)
Ot(ued1) + ued1Oxue + Dx(L231H™Y) =71 (14)

OtUe + UeOxUe :7gathgZ[/7 (15)

ou T = 8}7?‘}7:0.

On retrouve les équations de Saint Venant sans frottements :

deh + 9x(hU) =0
Be(hU) + O (hD? + %h2) = ghz]
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
D’autres approches

© D’autres approches
o Fluide parfait dans tout le domaine
o Fluide parfait reposant sur une couche mince
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
D’autres approches

Fluide parfait dans tout le domaine

Fluide parfait + condition de transpiration

Fluide parfait (¢pp,vpp)

Condition de transpiration: vgp(t,2,01=050(u,b))
1 x

Etude asymptotique v en +oco et vep en y =0

— VFP(t7 X, 0) = gax(ue(sl)
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
D’autres approches

Fluide parfait dans tout le domaine

Fluide parfait + condition de transpiration

Fluide parfait (¢pp,vpp)

Condition de transpiration: vgp(t,2,01=050(u,b))
1 x

Etude asymptotique v en +oco et vep en y =0
= vrp(t, x,0) = 60x(ued1)

Deux équations intégrées :

n —
Oth 4 O« (/ UFP) — 00x(ued1) =0
0

n n _
Or (/ UFP) + Ox (/ U,z.-p) — dupp(x,0)0x(Uued1) = — ghdxn
0 0

21/22



Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
D’autres approches

Fluide parfait reposant sur une couche mince

Fluide parfait reposant sur la couche limite

Fluide parfott: (upp,vmp)
[ 55

Glissement —> VFp(l‘7 X, 3(51) = SUFP(I‘, X, 5(51 )6)(51.

RoL
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Un modéle de couche limite pour un écoulement a surface libre
D’autres approches

Fluide parfait reposant sur une couche mince

Fluide parfait reposant sur la couche limite

Fluide parfott: (upp,vmp)
[ 55

Glissement —> VFp(l‘7 X, 3(51) = SUFP(I‘, X, 5(51 )6)(51.

RoL

Deux équations intégrées :

Och + Ox (

ST

n
upp ) =0
o1

n n _
o (ﬁ qu) + 0 ([ u%p) — g — 551)n
581 661
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