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Introduction | Fluides visco-élastiques de type Oldroyd

Ecoulement régi par le systéme

Re% =f+div(—pld + X), div(u) = 0.

e Fluides newtoniens :
¥ = 2D(u)

e Fluides quasi-newtoniens :
X =2f([D(u)]) D(u),  F(D(u)]]) = m|[D(u)||"
e Fluides visco-élastiques :

> =2(1—r)D(u) + oe.

We (djil‘ + ga(Vu, O’cL)) + a1 = 2rD(u)

Terminologie : Jeffreys r < 1, Maxwell r = 1, sous-convecté a = —1,
corotationnel a = 0, sur-convecté a = +1...



Introduction | Modéle d'Oldroyd

Modéle d'Oldroyd avec contrainte diffusive :

Re (Qtu+u-Vu)— (1 —r)Au+Vp = div(o)+f, dansQ,
div(u) = 0, dans Q,

We(0:0 +u-Vo + ga(Vu,0))+o-DAoc = 2rD(u), dans Q,
u = 0, sur 09,

Do = 0, sur 092,

Réf. : Guillopé & Saut '90, Lions & Masmoudi '00, Molinet & Talhouk '04

Schéma numérique

n+l _ .n n
Reu Al; O R _ (1 _ r)Aun+1 + vpn+1 _ div(o_n+1) + fn-%—l7

div(u™™) = o0,

n+l _ _n n
We (0' Actr oK +ga(vun+l’o_n+1)) + o™ DA™ = 2rD(u"Y).
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Introduction | Simulation directe de suspensions diluées ou denses

Interaction fluide-structure :
» validation de modéles macroscopiques (description fine des interactions
par paire, étude de la sédimentation,...) ;
» étude de la rhéologie de fluides complexes (suspensions denses, contact,
forces de lubrification...)
Références (fluides newtoniens) :
e Domaines mobiles : Hu, Joseph & Crochet '92, Johnson & Tezduyar '96,
Maury '99, Villone et al. '10, Choi, Hulsen & Meijer '10
e Domaines fictifs (1) : Glowinski, Pan, Hesla & Joseph '99, Patankar, Singh,
Joseph, Glowinski & Pan '00
e Domaines fictifs (2) : Angot, Bruneau & Fabrie '99, Randrianarivelo, Pianet,
Vincent & Caltagirone '05, Lefebvre '07
Simulation d'écoulements visco-élastiques : Feng, Joseph, Glowinski & Pan '95,
Huang, Feng, Hu & Joseph '97
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Formulation mathématique | Probléme d'interaction fluide-structure
» collection de corps rigides :
N
B(t) = Bi(t)
i=1

» domaine fluide : _
Q\ B(t)




Formulation mathématique | Probléme d'interaction fluide-structure

e Tenseur de contraintes :
Y :=2u(l—r)D(u) + o

e Equations d'Oldroyd dans le domaine fluide :

pe (Oru+u-Vu) —div(Z)+ Vp =1, dans U {t} x (Q\ B(1)),
te(0,T)

div(u) =0, dans U {t} x (Q\ B(1)),
te(0,T)

A(0to +u-Vo+gs(Vu,0))+0 =2ruD(u), dans U {t} x (Q\ B(1)).
te(0,T)

o Conditions aux limites (et rigidité des objets) :

u(t,x) = v;(t) + wi(t)(x — x,-)l7 x € 9B;(t),



Formulation mathématique | Probléme d'interaction fluide-structure

e Pour chaque particule i, on désigne par
> (xi,0;) ses coordonnées ;

> (vj,w;j) ses vitesses (translation / rotation) :
Vi = )-(,', wij = 9,’

e Couplage fluide-structure :

mii(t) = /B

fi(t,x)dx — / >(t,x) - n(t,x)dvy(x),
(t) 9B;(t)

J,-d;,-(t) = B-(t)(X — X,'(t))J‘ . f,-(t, X) dx
- / (x— x:(8))* - ((£,x) - (£, )) dy(x),
0B;(t)

ou f; désigne les forces (non-hydrodynamiques) appliquées a la particule, m; est
sa masse et J; son moment d'inertie.
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Méthode numérique | Espaces fonctionnels et contraintes
Approche de type domaine fictif : le champ de vitesse, initialement défini sur
le domaine Q \ B, est étendu sur Q :
U(X) = Vi+W{’(X-X[)l7 X € B;, Vi.
Les champs de pression et contraintes sont prolongés par 0.

Nécessairement, V; et w; sont de la forme

/B u(x) - (x — x;)* dx

i
/ x — x| dx
B;

Ve = {ue H;(Q), ux)=Vilu] +wiu] - (x — x;)" p.p. dans B;, Vi}
{u € H3(Q), D(u) =0 p.p. dans B},

Vi[u] := ﬁ(&) /B,- u(x) dx, wilu] :=

Mouvement rigide dans B :

Zg {p € L5(Q), p=0p.p. dans B},

Ws = {o€ Hyn (), o =0p.p. dans B}



Méthode numérique | Cas newtonien

Dans le cas newtonien non-inertiel :

Trouver (u,p) € Vi x Zg tel que

. 2;1/9]1))(u)~]1))(w)— /deiv(w) :/Qf~w7
. /quiv(u):O,

pour tout (w, q) € Vs X Zs.

Terme source : N
f=f IQ\E +4 ZfilBi'
i=1

Espace fonctionnel contraint : Vg = {u € Hg(2), D(u) = 0 p.p. dans B}



Méthode numérique | Cas newtonien

Dans le cas newtonien non-inertiel :

Trouver (u, p) € Hy(Q) x L3(R) tel que

o 2/,L/Q]D)(u)~D(w)+§ /BD(u)-ID)(w) - /deiv(w) = /Qf-w7
. /Q qdiv(u) = 0,
pour tout (w, q) € H3(Q) x L3(%).

Terme source :
N

f=f lﬂ\E +4 ZfilBi'

i=1

Espace fonctionnel non contraint : Hg ()



Méthode numérique | Cas newtonien

Algorithme : mise en ceuvre pratique

n

i. Détermination du champ de vitesse instantané u” : résolution du probléme

mixte pénalisé associé a la position des particules
N
B:=B"=|JBf
i=1

et construction du terme source f := f".

ii. Calcul de la vitesse des particules :
/ u"(x) - (x —x7)* dx
Bn

1 /
mes(BF) By / |x — x| dx
Br

iii. Mise a jour des positions des particules (détermination de B"*!) :

I =xT+ h V], 0t =07 + hw!.



Méthode numérique | Cas visco-élastique

Dans le cas visco-élastique inertiel, le probléme variationel est le suivant :

Trouver (u™*%, p™) € Vgni1 X Zgni1 t. q., pour tout (w, q) € Vigni1 X Zgni1,
1
° A_t pn+1un+1 ‘W + 2[14 ]D)(un+1) A D(W) _ pn+1div(w)
Q

— Ait/Q((p"u")o,@").w—/na";]D)(w)+/nf"“ W,

. / gdiv(u"™) =0,
Q

ot le terme source f"1 et la densité p"*! sont définies par
N N
1 1
ot — fe IQ\W + Z f,‘lB’pﬂ, p"+ = pr ln\m + Z pilB;r+1 .
i=1 i=1
Trouver 0" € Wgni1 t. q., pour tout T € Wipni1,

i/o’"+1 : ‘r—|—)\/ga(Vu"+1,a"+1) : 7'—|—/ o™ ‘r—&—d/VU"+1 VT
At Jg \ Q Q Q

= Q(o-" ok"): ‘r—l—/QZru]D)(u"H) T



Méthode numérique | Cas visco-élastique

Relaxation des contraintes sur les espaces fonctionnels par pénalisation :

» pénalisation du champ de vitesse :

2 /B D(u) - D(w)

e

> pénalisation de la contrainte élastique :

g(/Ba:H/BvU:vT).



Méthode numérique | Cas visco-élastique

Relaxation des contraintes sur les espaces fonctionnels par pénalisation :

» pénalisation du champ de vitesse :

2 /B D(u) - D(w)

e

> pénalisation de la contrainte élastique :

g(/Ba:H/BvU:vT).

Intérét de la combinaison splitting / pénalisation :
» solveur de type Stokes ou Navier-Stokes
» solveur de type systéme de transport linéaire
> éléments finis usuels
» maillages fixes, structurés ou non structurés

» schéma implicite par point-fixe
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Résultats numeériques | Sédimentation de deux sphéres

Figure: Drafting, kissing, tumbling



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense

Definition 1

La viscosité effective d'un fluide est une observable macroscopique qui
caractérise la résistance du fluide déformé par une contrainte de cisaillement.
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Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense

e Tenseur de contraintes de Cauchy
pour un fluide newtonien :

Ztot. = pI — 2,u]D)(U)
e Ecoulement de Couette :

ubxy) = Sies
p(x,y) 0.

e Forces tangentielles (de cisaillement) exercées par les parois sur le fluide :

L
Fly=t+a = / (ex) - (—Xtot.)|y=xa - (£ey)dx
0
e Pour un fluide newtonien,

n= 2[_5(*7:\)/ +a+~7:\y*7a)



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense

e Tenseur de contraintes de Cauchy
pour un fluide complexe :

Yiot. = pl—X%

e Forces tangentielles (de cisaillement) exercées par les parois sur le fluide :

L
Fly=ta = / (Fex) - (—Ztot.)jy==+a - (Fey)dx

0

e Pour un fluide complexe,

Heft = 2[_5 (]:\y +a T ]:\y—fa)



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective pour le modéle d'Oldroyd, sans inclusion de particules
rigides, avec r = 0.5 et différentes valeurs de A : A =0.0 (--), A= 0.1 (O),
A=0.2(0), A=0.5 (W), A=1.0 (o).



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules (fraction solide : 40%).



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.0 et A = 0.000.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.5 et A = 0.010.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.5 et A = 0.100.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.5 et A = 0.200.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.5 et A = 0.500.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense
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Figure: Viscosité effective d'une suspension de 625 particules rigides dans un fluide
visco-élastique. Paramétres : r = 0.5 et A = 1.000.



Résultats numeériques | Cisaillement d'une suspension dense

N
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Figure: Influence de la fraction solide sur la viscosité effective d'une suspension de
particules rigides dans un fluide visco-élastique.
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Conclusions

Avantages et inconvénients de la pénalisation

Simulations 3D

Régimes We > 1, Re > 1

e Shear-bending dans le régime de Johnson-Segalman (a # 0)

Applications : transport mucociliaire etc.
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