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Transport de sédiments

shear stress: τb = ρwu2
∗, u∗ : vitesse de frottement

Shields stress: τ∗b =
τ

∆ρgDs
, ∆ρ = ρs − ρw

condition de mise en mouvement: τ∗b > τ∗c := f (Rep), Rep = u∗Ds/ν

M.-H. Le (MAPMO) Modélisation de l’érosion EGRIN 2013 2 / 13



Bedload

adimentionnement du flux de sédiments

q∗b =
qb

(∆ρgD3
s/ρw)1/2 ,

lois empiriques
I MPM (1948): q∗b = 8(τ∗b − τ∗cr)

1.5

I Bagnold (1956): q∗b = 17(τ∗b − τ∗cr)
[
(τ∗b )0.5 − (τ∗cr)

0.5
]

I Nielsen (1992): q∗b = 12(τ∗b )0.5(τ∗b − τ∗cr)

I Camenen (2005): q∗b = 12(τ∗b )1.5 exp
(
−4.5 τ

∗
cr
τ∗

b

)
I etc.
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conservation de masse de sédiments (équation d’Exner)

∂tzb + ∂xqb = 0

M.-H. Le (MAPMO) Modélisation de l’érosion EGRIN 2013 3 / 13



Quel modèle pour l’écoulement?
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Approches de type St Venant

∂th + ∂x(hu) = 0

∂t(hu) + ∂x(hu2) = − g∂xη −
τb

ρw

∂tzb + ∂xqb = 0

où h = η − zb, qb = qb(τb) et τb = ρwu2
∗ := fρwu2
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Approches de type St Venant

∂th + ∂x(hu) = 0

∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + gh∂xzb = 0

∂tzb + ∂xqb = 0

∂tW + A(W)∂xW = 0, W = (h, hu, zb)T

pA(λ) = −λ[(u− λ)2 − gh)]︸ ︷︷ ︸
f (λ)

+ gh(bλ+ a)︸ ︷︷ ︸
d(λ)

où a = ∂hqb, b = ∂huqb.

Le système est toujours hyperbolique (puisque τb ∼ u2 ⇒ a = −ub)
(Cordier et al, 2011)
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Méthode numérique

∂th + ∂x(hu) = 0

∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xzb −
τb

ρw

∂tzb + ∂xqb = 0

plusieurs contributions, voici une liste non-exhaustive

Hudson (2001)

Delis et al. (2008)

Castro-Diaz et al. (2008)

Benkhaldoun et al. (2009)

Audusse et al. (2011)

Siviglia et al. (2013)
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Bedforms

(d’après Fowler)
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Bedforms
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Adimensionnement des équations

échelles:
h, zb, η ∼ h0, u ∼ u0, qb ∼ q0, τb ∼ fρwu0

x ∼ l0, t ∼ h0l0
q0

, ε =
q0

h0u0
, F =

u0√
gh0

équations adimensionnées

ε∂h + ∂x(hu) = 0,

F2(ε∂tu + u∂xu) = −∂xη − β
u2

h
,

∂tzb + ∂xqb = 0, (qb := q∗b)

• ε� 1, β = f l0
h0
� 1⇒ lois de Bernoulli

hu = 1,
1
2

F2u2 + η =
1
2

F2 + 1,

zb = 1− 1
u

+
1
2

F2(1− u2)

M.-H. Le (MAPMO) Modélisation de l’érosion EGRIN 2013 8 / 13



Adimensionnement des équations

échelles:
h, zb, η ∼ h0, u ∼ u0, qb ∼ q0, τb ∼ fρwu0

x ∼ l0, t ∼ h0l0
q0

, ε =
q0

h0u0
, F =

u0√
gh0

équations adimensionnées

ε∂h + ∂x(hu) = 0,

F2(ε∂tu + u∂xu) = −∂xη − β
u2

h
,

∂tzb + ∂xqb = 0, (qb := q∗b)

• ε� 1, β = f l0
h0
� 1⇒ lois de Bernoulli

hu = 1,
1
2

F2u2 + η =
1
2

F2 + 1,

zb = 1− 1
u

+
1
2

F2(1− u2)

M.-H. Le (MAPMO) Modélisation de l’érosion EGRIN 2013 8 / 13



Adimensionnement des équations

échelles:
h, zb, η ∼ h0, u ∼ u0, qb ∼ q0, τb ∼ fρwu0

x ∼ l0, t ∼ h0l0
q0

, ε =
q0

h0u0
, F =

u0√
gh0

équations adimensionnées

ε∂h + ∂x(hu) = 0,

F2(ε∂tu + u∂xu) = −∂xη − β
u2

h
,

∂tzb + ∂xqb = 0, (qb := q∗b)

• ε� 1, β = f l0
h0
� 1⇒ lois de Bernoulli

hu = 1,
1
2

F2u2 + η =
1
2

F2 + 1,

zb = 1− 1
u

+
1
2

F2(1− u2)

M.-H. Le (MAPMO) Modélisation de l’érosion EGRIN 2013 8 / 13



Dune, anti-dune, instabilité

zb = 1− 1
u

+
1
2

F2(1− u2)

F = 0.5
F = 1.5
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Dune, anti-dune, instabilité

• équation d’Exner avec qb = q∗ = u3 ⇒ zb = zb(qb)

∂tzb + ∂xqb = 0⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂tzb + v∂xzb = 0

∂tqb + v∂xqb = 0,

v = q′b(zb) =
1

z′b(qb)
=

3q4/3
b

1− F2qb

F = 0.5
F = 1.5

-4

-2
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Dune, anti-dune, instabilité

• équation d’Exner avec qb = q∗ = u3 ⇒ zb = zb(qb)

∂tzb + ∂xqb = 0⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂tzb + v∂xzb = 0

∂tqb + v∂xqb = 0,

v = q′b(zb) =
1

z′b(qb)
=

3q4/3
b

1− F2qb

F < 1: dune

F > 1: anti-dune

mais pas des instabilités
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Dune, anti-dune, instabilité

complexifions le modèle du transport de sédiments

lsat∂xq + q = qsat

qsat = qb(τb − τc − γ∂xzb)

∂tzb + ∂xq = 0
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∂tzb + ∂xq = 0

Pour zb ∼ O(ε), on obtient l’approximation

u =
zb

1− F2

•zb = z̄beσt+i(ωt−kx), l’équation d’Exner donne (après l’adimensionnement)

σ + iω =
1

1− ikl∗sat

[
3ik(1− τc)

1/2

1− F2 − 3γk2(1− τc)
1/2

2

]
(Kouakou, 2005)

⇒ pas des instabilités
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Approches de type Navier-Stokes

équations adimensionnées de Navier-Stokes

∂xu + ∂zw = 0

u∂xu + w∂zu = −∂xp +
1

Re
∇2u

u∂xw + w∂zw = −∂zp +
1

Re
∇2w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ CL

et on calcule le frottement τb à partir de u

τb = µ
∂u
∂z

∣∣∣∣
z=zb

⇒ on s’intéresse au profil vertical de u(z)

• analyse de stabilité: Colombini et al. (2004), Valence et al. (2005), etc
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Approches de type Navier-Stokes simplifiée

idée:
on n’a pas forcément besoin de NS complète pour l’écoulement
mais on veut avoir le “bon frottement“ au fond pour l’érosion

1 modèles du type double, triple couche (Neiland, (1969), Stewartson
(1969), Smith (1980), Lagrée (2003))

2 modèle St Venant multi-couche (Audusse, 2012)
3 modèle St Venant avec couche limite ?
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Merci!
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