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Shallow water system : Applications for EGRIN

» (Natural ?) hazards

» Simulations
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Shallow water system : Equations

» 1d shallow water equations

d¢h+0<hu = 0,
Ochu + Oy (hu® + gh®/2) = —ghdkb+ S

with
h : water depth, b : bottom topography,
u : velocity of the water column, S : friction term

Saint-Venant (1871),

"Théorie du mouvement non-permanent
des eaux, avec application aux crues

des riviéres et a |'introduction des marées

dans leur lit", Comptes Rendus Acad. Sciences.
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Shallow water system : Equations

» 1d shallow water equations

Oth+ 0xhu = 0,
Oru+udu+gonm = 5S¢

with
h : water depth, 7 : free surface,
u : velocity of the water column, S,’c . friction term

Saint-Venant (1871),

"Théorie du mouvement non-permanent
des eaux, avec application aux crues

des riviéres et a |'introduction des marées

dans leur lit", Comptes Rendus Acad. Sciences.
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Shallow water system : Derivation (SV1)

» Wave propagation : Lagrange formula

o - 3 l ;.

teur trés-petite. La premiére de ces intumescences s’y propage horizonta-
lement, d’aprés une formule connue de Lagrange, avec une céldrité

(1) k= gh,

si, g étant accélération due i la gravitd,  désigne la hauteur deau dans le
canal & mer basse, et si nous appelons célérité de propagation 1a longueur k
qu'acquiert dans I'unité de temps I produite; acq que
'on ne doit point confondre avec une vitesse de transport réel et horizontal
del'eau; car Vintumescence nes'allonge que parce que les molécules de la
surface se soulévent successivement, et dans des directions presque verti-

» Computation of the solution : Riemann invariant

kdy + Uy = (U+dU) (y +dy),

ou
(9) ydU=(k—U)dy;
ce qu'on aurait pu poser directement en égalant la quantité d'eau intro-
duite due i la seule augmentation dU de la vitesse U, 4 la partie du volume
de J'intumescence qui est indépendante de cette vitesse,

» Comme (2) k =+/gy + U, cette équation différentielle revient &
) 7 dU=dy g7

» En lintégrant de maniére que % soit a hautear y pour U= o, c'est-

a-dire avant la marée ou la crue, on a

(11) U=ayg7 — 2vgh,
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Shallow water system : Riemann invariants

» Continuous solution for homogeneous system

Ot(u+2c)+ (u+c)ox(u+2c) = 0,
Ot(u—2¢c)+ (u—c)ox(u—2c) =

with ¢ = +/gh : wave celerity

~> Boundary conditions
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Shallow water system : Derivation (SV2)

> "Physical” derivation

» Mass budget

6. Théoric et dquations géndrales du mouvenant non permanent des caux
couranies. — Cette théorie, dont le Mémoire que m’a communiqué M. Par-
tiot m'a donné I'occasion de faire I'étude, peut étre présentée d'une
maniére directe ct générale, sans invoquer la formule de propagation des
ondes ou des intamescences due i Lagrange,

Soit en effet, 4 I'époque du temps quelconque ¢, dans un canal ou une

riviéere

U la vitesse moyenne des eaus A travers une section transversale e, dont
s est I'abscisse, sensiblement horizontale, comptée 4 partir d’un endroit
quelcongue de son cours.

1% équation. Le volume wds d'une couche comprise entre les deux sec-
tions ayant pour abscisses
s et s+ds
ne doit pas étre changé lorsque, aprés un petit temps At, ces abscisses sont
devenuds

s+ UAL et s-+ds+ (U+ %dx)m,
et que son épaissear, ainsi, est devenue

ds S dsary

or, alors, la section a pour superficic
do | do ds’ o do
v (B ED a0+ Tar 2Us
Egalant le produit de cette superficie par cette épaissenr, & wds, rédui-
sant et divisant par Atds, on obtient, pour Ja condition de continuité ou de
conservation du volume,
d_dlol)
(19 &

Audusse
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Shallow water system : Derivation (SV2)

>

Gravity tem
» Quantité de mouvement due 4 la pesanteur,

pgwels :{-[t%” Ag;

v

Pressure term

» Quantité de mouvement due aux pressions sur deux faces opposées ay
o s
eta(r+ 2 d) den wanche,

e[y L—L(r+ Sts) | e = — pgods & 05

» Friction term

» Quantité de mouvement due au frottement on 4 la résistance tangen-
tielle du fond,

— pgFyds;

v

Momentum budget

» Egalant la somme des trois premiéres quantités a la troisieme, et divi-
sant {out par pga ds Az, on a la deuxiéme équation

\ L _ 14U Udu ¥
{20) & 14T ey

& gda Ty w g
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Shallow water system : Derivation (SV2)

» Hypothesis : Almost flat bottom

» Si nous estimons les quantités de mouvement parallélement au fond
supposé tres-peu incling, nous pourrons prendre pour les grandeurs des com-
posantes de la vitesse de la tranche et des pressions qu'elle supporte, celles
de cette vilesse et de ces pressions elles-mémes, car elles n'en différent que
de quantités négligeables. On aura douc @

» Hypothesis : Constant velocity

» D'autres intumescences viennent ensuite se superposer i celle-ci, L'eau
qu'elles introduisent, se mélant i celle du canal, Iui fait acquérir une cer-
taine vitesse horizontale que nous supposerons, en abstrayant les frotte-
ments, sensiblement la méme de la surface au fond. Si nous appelons U
cette vitesse acquise quand la profondeur d’ean est devenue y, Fintnmes-

» Hypothesis : Rectangular channel

2°® équation. Exprimons I'équilibre dynamique, pour le temps At, des
quantités de mouvement de la méme tranche, décomposées ou estimées
dans une direction unique, en nous bornant & un canal & section rectangu-
laire de profondenr variable y et de largeur constante a, d'olt w = ay.

» Conclusion

» Je donnerai, dans un autre article, I'intégration de ces équations
pour un cas étendu. »

E. Audusse for SW flows
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Shallow water system : Derivation (today)

» 2d shallow water equations with sources

O:h+V - (hi) = 0,

h2
de(hi) + V - (hﬁ ® U+ g2/> = —ghVb—2Q x hii —x(h, 0)i

» Derivation
» Gerbeau-Perthame [01]
Asymptotic expansion + Vertical integration of NS equations
» Ferrari-Saleri [04], Marche [07], Decoene [08], Frings [12]
Topography, 2d, Coriolis, Friction, Wind, Capillarity...
» Hypothesis
» Shallow water assumption ~~» hydrostatic hypothesis
» Scaled viscosity and friction ~» almost constant velocity
» Almost flat bottom and free surface
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Shallow water system : Properties

» 2d shallow water equations with sources

Oth+V - (hi) = 0,
2
(i) + V - <hﬁ ® i+ % > = —ghVb—2Q x hii —k(h,d)ii

» Properties

» Conservation law

Hyperbolic system (wave propagation, weak solution)
Positivity of water depth (invariant domain, dry zones)
Energy (entropy) (in)equality

Non-trivial steady states

vV vy vy
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Shallow water system : Hyperbolicity

» Shallow water system

2
Or(ht) + O (hT® + %) = —ghdib

» Quasilinear form

D W + A(W)OW = S(W)
W= ( hha > AW) = < —gh0+ 02 215 )

> Hyperbolicity :
The system is hyperbolic iff matrix A is diagonalizable in R

E. Audusse Numerics for SW flows
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Shallow water system : Hyperbolicity (no source)

» Eigenvalues of shallow water system

At =0++/gh

~> SW system is stricly hyperbolic away from the vacuum
(Influence on the time/space discretization)
» Physical meaning
Introducing the Froude number
ol

Fr=—
Vgh

» Fr <1 ~~ Fluvial flow : Information goes in both directions
» Fr > 1 ~> Torrential flow : Information only goes downstream
(Influence on the prescribed boundary conditions)
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Shallow water system : Hyperbolicity
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Shallow water system : Hyperbolicity (with source)

» Nonconservative form of the system
= —2 ghz
atb - 0

» Eigenvalues
)\i:flzlz\/gh, )\0:0

~+ Not always hyperbolic...
(Possible numerical difficulties at resonant points)
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Shallow water system : Positivity / Energy

» Convex invariant domain g%y\( N

h>0
(ht) e R (d = 2,3)

(Possible numerical difficulties at wet/dry interfaces)

» Energy inequality

5 2
E— %+g <g+b) ,  O(hE)+0x <(B(hE+gg)> =0

(Can be used to ensure some stability at the discrete level)
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Shallow water system : Stationary states

» Continuous cases : Momentum and Head

hi
ax< L ) ~0
S +g(h+z)
» Hydraulic jumps : RH relations
hu
— h2
ho? + &5

» Two dimensional case
Much more complicate...

» Lake at rest
h+z=my, u=0

(Has to be preserved at the discrete level)
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Shallow water system : Stationary states

» Flow over an obstacle

] e N ey - o e e —

Fluvial flow Torrential flow 1 Torrential flow 2

In laboratory In river
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Numerics : Finite Volume Method

Oru+V - f(u) =0, ueRP, f:RP—R>P

» Well-adapted to
» Conservation properties
» Discontinuous solutions
» Two main type of meshes

» Structured grids

» Unstructured meshes
» Primal cells : Unknowns on the triangles
» Dual cells : Unknowns " at the nodes”

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Finite Volume Method

Oru+V - f(u) =0, ueRP, f:RP—R>P

» Integration on the prism C; x [t", t"+1]
Urtt = U= Y ofF(UF, UF, ny)
Jevi(i)

with
tn+1

n Atn|rl‘ n n
UU:TAJ, F(U?, Ul ny) / / f(U(t,s)).njjdtds

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : CFL condition

» Explicit scheme : Limitation on the time step
Courant, R.; Friedrichs, K.; Lewy, H. (1928), "Uber die partiellen
Differenzengleichungen der mathematischen Physik” (in German),
Mathematische Annalen 100 (1): 32-74 (English Version, 1967)

R. Courant  K.O. Friedrichs P. Lax
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Numerics : CFL condition

hatier. Wir legen jetat allyemainer cin rechteckiges achgenparaliclsy Griter
waprnnde, dessen Maechenweite in der {- Richtnng (Yeltmasche) zleich B
und dicjenige dar z- Richtung { Raummasche} sleich sk mit konatantem » jat.
Das Abhingigkeitegebien dev Di Brithuns 2, — 15 += 1) fir dicses
Gitber wird ganz i [nnern doy Ablilagikeiwmebistes der Differential-

gleiohnng © F — 92— ) egon oder wird cs selbat ia seinem Tomern sr-
halten, je machdem ob » = | oder » -1 ist.

Higrans ergibd sich eine merkwirdige Tatsache: Lialt man im Falle
w1 die Mascheuweite B gogen Kull abnehmen, so lann dic Lisung 2e
i T ;
nichi gegen dic Lésung der Differen-
Hnlgleichuny konvergioten, Andert
man nimlich erws bei der Bchwin-

leichung (1) die Anf te
der Liskung der Differentialgleichung
in der Umgebung der Endpankte
@ md § des AbhEngigloitsgebictog
“ivl Wi T), o reigh de Formel 4,
dal sich auch die Lasung selbat im
Puylte (@,4} Sndert. P die Limmgen der Differenzengleichingen im
Punkie 8 sind aber dic Vorgaben in den Pralten = und £ imalevant,
da Hezn suferhald des Abhdogigke: I dexr Di Lok
licgen, — Diafi im Falle % = { Konvergene statthat, werden wir im § &
hewaisen, Vgl hiewsn Fig 9, 8 82,

Wig, 7.
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Numerics : CFL condition

» Explicit scheme : Limitation on the time step
Courant, R.; Friedrichs, K.; Lewy, H. (1928), "Uber die partiellen
Differenzengleichungen der mathematischen Physik” (in German),
Mathematische Annalen 100 (1): 32-74 (English Version, 1967)

A" < L

= [max(A7)]

> Physical interpretation Fio s = F(UZ, URLy)

34 Information at point Xj;1/2
at time t € [t", t"]
has to come

1
e
xV

from cells C; or Ciy1,

b7 not from cells C;_1 or Ciyo

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Boundary conditions

» Most common cases for SW flows

» Wall
» Inflow/Outflow boundaries

» Influence of the Froude number
» Fluvial in- or out- flow : One prescribed value
» Torrential in (resp. out) flow : Two (resp. no) prescribed value
» Possibly varying in time

» Numerics

» Introduction of ghost cells
» Neumann condition on missing data or on Riemann invariant
» High order accuracy, source terms...

Bristeau-Coussin [INRIA Report 4282, 2001].
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Numerics : Center flux

Center flux for transport equation

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Properties of the solver

» Consistency
F(U,U) = f(U)
Necessary for convergence (Lax-Wendroff theorem)

» Non linear stability : scalar case

» Monotonicity : Convergence to the entropy solution
» TVD and L*° stability : Convergence up to a subsequence

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Properties of the solver

» Consistency

F(U, U) = f(U)

Necessary for convergence (Lax-Wendroff theorem)
» Non linear stability : SW system

» Convex invariant domain (h > 0)
» Discrete in-cell entropy (energy) inequality

E(UIY) = E(U7) + 07 (G(U], Ufy) = G(Uy, UD)) <

consistent with

9:(hE) + 0, (( (hE + gf)) <0

Physical Requirements

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Godunov scheme

» Solve the Riemann problem
uf® (t,x) solution of the system with initial data
[u,ur]

o if x<Z0
U(O’X)_{u, if x>0

Much more easy to solve than IBVProblem !
Not so easy for complex systems...

» Project the solution onto constant states

i—1

UI.”+1 - /C Uﬁjn UF](Atn’X)dX+/C+ uﬁ/;17uf7+1](Atn’X)dX

Godunov, S. K. (1959), " A Difference Scheme for Numerical Solution of
Discontinuous Solution of Hydrodynamic Equations”, Math. Sbornik, 47,
271-306 (English version, 1969)

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Godunov scheme

N
-
v

x|

Solution of a Riemann problem for the Saint-Venant system

E. Audusse Numerics for SW flows



Model
Numerics

SW system

Numerics : Godunov scheme

Temepn MBU DEPeiiEM 10 E3YVWHRG CHCTEMRL YD ME
e o do it

. - 1
i i el it &

wosflmomernis A B OB me CyIeM BEeIolarss BOCUOAHHEME]. ¥ MECEHE.
DTOPOY YPALBUELHE )18 L H NEHOAGDE K UELEOMY, L0y UM

diu + oy A B S-uA e )
o * [ [
A
Eecal Wbl Bribeped h — | l/ G O GAEM HMETR!

Rlemann invariants for a 2 x 2 system
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Numerics : Godunov scheme

[IOMHCHHEIME BA SEYVHOBLIY BOLHAN. Liozemem LICEEOS §12 HALOHK }-‘pammml’i

—a®y

Hz mero LACICT, UTO IO J'l]oEr_)_\'[y KOHTY[F
.
Tondy —Bpinidt — 0,

B kauecrme CACTCTENA W2 3TOMD HHTCTPAALITOCD TOMIRTTE Nen pyIHO NOMYUHTE,
Wl PEEPEIBEE G H g TONkHEL YROEDC ECDATE VEIOEHED

lu)de— Blpjdi — 0.

dr T
[Ty voase, mavwed snpama, i VAR, W oMBL u0aygac:
[

[ 10,

Rankine-Hugoniot relations for a 2 x 2 system
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Numerics : Godunov scheme

duTcparypa

LI WNenmann I Richtttyer. A method [ the cimerical caleulation of hydeody-
oemic shocls, Journ Appl Phyeics, 21, kb § (18900), #52  237

€, P, 1. Lox, Werk sohwtions of noclinesr bypertclic equations ard their numesical com-
prilution, Commusic, oo pore aad appl Lh, ¥IL KL (1934), 13- 183

Aol Tl dlanmay u bl MoJlHEord, MexamEEs cTTAIMHMY CPET, Mok, UICTREHRIAT,
1G5, ’

A A b burueroe, O0 YCTOREHEICTH  JRAMOCTHBIL FRADHEUIE, AAT CCCR 7 10D,
MR B {1HBR), MMA—I10E,

Some references...
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Numerics : Godunov scheme

» Solve the Riemann problem
uf® (t,x) solution of the system with initial data
[u,ur]

ou if x<0
U(O’X)_{ur if x>0

Much more easy to solve than IBVProblem !
Not so easy for complex systems...

» Alternative (but equivalent !) way : Definition of a flux

At
Fli1pp = F(U, Ul) = / f(“[’fj.",u,"+1](t, 0))dt
0

i

~ Valid only for conservative systems

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : Approximate Riemann Solvers

» Basic idea

» To replace the exact solution by an approximate one
» To ensure some conservativity and consistency properties
» To use this approximate sol. to construct a numerical scheme

» Some numerical schemes

Roe solver

Rusanov flux

HLL, HLLC flux
Kinetic scheme

Suliciu relaxation solver

vV vy vy VvYyy

» Some references
Godlewski-Raviart [96], Toro [99], Leveque [02], Bouchut [04]
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Numerics : HLL scheme

Approximate solution for the Saint-Venant system

E. Audusse Numerics for SW flows
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Numerics : HLL scheme

» Intermediate state

U* — caUr—qU— (f(Ur) — f(U/)
Cr—C
» Numerical flux
f(U) 0<q
rf - f r r r —
F(U/,Ur): C (U/) C (U)—FCC;(U U/) G <0<c

Cr— (C

f(U,) ¢ <0

E. Audusse Numerics for SW flows
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Source terms : Generality

» Basic definitions - with V = (U, z)
Urt = Ur = of (F(VP, Vi) = (Vg V)
» Consistency with the flux
Fi(V,V)=F(V,V)=F(U)
» Consistency with the sources

Fr(\//, Vr)—Fr(V/, Vr) = —gh(Zr—Z/)—l-O(Zr—Z/), V.,V =V

v

Non linear stability : Positivity & Discrete energy inequality

v

Centered discretization of source terms

n n n n 0

E. Audusse Numerics for SW flows
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Source terms : Well-balanced schemes

» Preservation of specific stationary state
h7‘|‘2i:770» u/n:0
» Inaccuracy of centered discretization of the sources

FP(UP, Uly) = FP(URy, UP) # 0

» Positive and well-balanced numerical schemes

» Extended Godunov scheme (Chinnayya-Leroux-Seguin)
Kinetic interpretation of source term (Perth.-Sim.,ABSM)
Extended Suliciu relaxation scheme v1 (Bouchut)
Extended Suliciu relaxation scheme v2 (Galice,ACPU)
Hydrostatic reconstruction (ABBKP, Liang-Marche)
Path-conservative scheme (Castro-Macias-Pares)
Hydrostatic upwind scheme (Berthon-Foucher)
Central scheme (Kurganov, Kurganov-Noelle...)

E. Audusse Numerics for SW flows
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Source terms : Hydrostatic reconstruction

» Problem
Naive treatment of source terms does not preserve equilibria

~ Numerical oscillations
» Objective :
To extend any homogeneous solver to pbs with source terms

» To preserve stationary states of the system
» To preserve stability properties of the solver

» Key point :
» To introduce reconstructed variables that are in equilibrium

Fh(Dieq7 Ufiﬂ - Fh(U;egl» Uieq) =0

» To compute the deviation from this equilibrium variables
(Botta-Klein-Langenberg-Liitzenkirchen [JCP, 04])

E. Audusse Numerics for SW flows
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Source terms : Hydrostatic reconstruction

» Lake at rest equilibrium
h+z=0Cst, u=0
» Reconstructed equilibrium water heights
hfiuz,— = (hi+z — Zi+1/2)+, hfil/27+ = (hiy1 + zit1 — Zi+1/2)+
» Computation of the fluxes
0 \

Fi(V/, r—,&—l) = F(U?ql 2. U'eql 2 )+ bl _+hi
Y A g5 (212 — 7)

E. Audusse Numerics for SW flows
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Source terms : Hydrostatic reconstruction

» Consistency :

The scheme is consistent with the equations
» Stationary states :

The scheme preserves the discrete lake at rest equilibrium
» Stability properties :

Zit1/2 = max(zi, zit1)

> If the homogeneous solver is positive,
the adapted solver is positive
» If the homogeneous solver satisfies a discrete entropy
inequality,
the adapted scheme satisfies a semi-discrete entropy inequality
ABBKP [JCP, 05]

E. Audusse Numerics for SW flows
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Applications : Dam break in Malpasset

SCHEMA CINETIOUE

Before / After Initial data and topography
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Application : Tsunami

Les centrales nucléalres japonaises.
@ o remee

P Jt—

2 . : 3
——DART buoy 21413 ——DART buoy 21418
15 Simulation 25 Simulation
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Actual problems

» Non hydrostatic SW models : Boussinesq type models
(Dutykh-Diaz [07], Bonneton et al. [11], Sainte-Marie [11]...)

» Hydrostatic NS equations : Multilayer models
(ABPS [11], ABPSM [11], Rambaud [12]...)
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Actual problems

» Shallow fluids : Generalized topography, Alternative rheology
(Savage-Hutter [91], Mangeney et al. [03],
Bouchut-Westdickenberg [04], Nieto et al. [10]...)

» Coupling phenomena : Erosion processes
(Hudson et al. [05], Castro et al. [08], Benkhaldoun et al.
[09, ]Cordier et al. [11], ABCDGGJSS [11]...)
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Applications : Evolution d'un glacier

Author : Guillaume Jouvet (FU Berlin)
mpe2013.org/fr
http://imaginary.org/exhibition/mathematics-of-planet-earth
"Un jour, une breve”
mpt.2013.fr
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